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Objets combinatoires

Grossiérement : objets mathématiques répondant a une certaine
définition, et qui forment des ensembles finis. Généralement, on
range dans un méme ensemble les objets qui ont la méme « taille ».

Exemple

Un mot binaire est une suite finie de 0 et de 1. La taille d'un mot
binaire est le nombre de chiffres qui le compose. Pour tout n > 0, on
note B, I'ensemble des mots binaires de taille n.
On a par exemple :

100101110 € By.

Combinatoire générale :

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 4/63
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Autres exemples d'objets combinatoires

Permutations : Graphes : Pavages :

. SSNNNNNNN

‘ L7 77 777

Animaux : Tresses : et caetera !

—7

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN)

Conclusion

(e]e]
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Combien existe-t-il de mots binaires de taille n?
— 2 choix pour le premier chiffre, 2 choix pour le deuxiéme, etc.

Pour tout n, il y a

2X2X...%X2,
—_——

n fois

soit 2" mots binaires de taille n. Autrement dit :

Vn =0, |B,| = 2".

Suite énumérative pour les mots binaires :

1,2,4,8,16,32,64,... (puissances de 2)
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Chemins de Dyck (classiques)

Chemins composés de pas vers le haut et vers le bas, obéissant aux
régles suivantes :

e ils restent confinés dans le quadrant Nord-Est du réseau Z?;
e ils commencent a l'origine de Z?;

e ils finissent sur |'axe des abscisses.

Enumération moins immédiate que celle des mots binaires. . .

Combinatoire de chemins :

Chemins de Dyck :

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 7/63



D, : chemins de Dyck de taille n (c.-a-d. & n pas)
D : série génératrice des chemins de Dyck, c.-a-d. :

D(x) := 2 |Dp| - x"

n=0

On n’arrive pas a trouver |D,| directement. ..
— Cherchons ['expression de D(x), qui contient la méme
information.



On peut toujours couper un chemin de Dyck (non vide) au moment
ol il retombe a hauteur 0 pour la premiére fois.



Cela donne une moitié gauche, qui est un chemin de Dyck qui ne
retombe a hauteur 0 qu’'a la fin, et une moitié droite, qui est un
chemin de Dyck générique (éventuellement vide).



En mettant a part les deux pas extrémes de la moitié gauche, il reste
entre eux un chemin de Dyck générique (éventuellement vide).
Finalement, cela se traduit par |'équation suivante :

D(x)=1+ _x* -D(x) - D(x).

Pas noIrs  s3uche  droite



Apres résolution, I'équation donne :

B 14+ /1 —4x2

Di) = 53

mais seule la solution avec un signe « — » a du sens.

Ona:

1—+/1—4x2

o =14+ x>+ 2x* +5x0 +14x8 + 42510 4+ .

D(x) =

Suite énumérative pour les chemins de Dyck :

1,1,2,5,14,42, ... (nombres de Catalan)
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Tris a pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]
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Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]




1234 r\ Y

VAN

Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]




1234 V/-\

5

Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]

SN




12345‘/\

SYNA

Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]




12345‘/\

— |dée : condenser les dépilements successifs en une seule étape.

Tris 3 pile : [Knuth 73, Krattenthaler "01]




Intro cDta. gcDta. cDota. Conclusion
00000000 0000000000000 000000000000000 000000000 0000000000000 0 [e]e]

Définition

Un cDta. est un chemin non vide composé de pas vers le haut
U = (1,1) et de pas vers le bas Dy = (1,—k) (o0 k > 1), obéissant
aux régles suivantes :

e il reste confiné dans le quadrant Nord-Est du réseau Z?;
e il commence a I'origine de Z?;

il finit sur I'axe des abscisses ;

il ne contient jamais deux pas vers le bas consécutifs.

Chemins avec catastrophes :

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 14 /63



of © « monté » du cDta. a
On ajoute ' au début du chemin, et on change le dernier pas Dy du
cheminen D, .

//\/\ —
Le monté du cDta. UUD,UD est UUUD,UD:.

o’ : « baissé » du cDta. «

Il s'agit de I'opération inverse (le baissé de UUUD,UD; est
UUD,UD).
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T @ cDta. de taille n (c.-a-d. a n pas)
T : série génératrice des cDta., c.-a-d. :

T(x):= > |Tal - x"

n=0

La décomposition précédente des chemins de Dyck classiques ne
fonctionne pas aussi immédiatement pour les cDta. :

U n'est pas un cDta. !
— |l faut introduire différents cas de figure.



S Contribution : x2

AN Contribution : x? - T(x)
/\/\ Contribution : x - T(x)
M Contribution : x - T(x) - T(x)




On a donc :

T(x)=x2+x%- T(x)+x-T(x) +x- T(x)2

On a:

_ 1—x—x2—/x*—2x3 —x2—-2x+1
- 2x
=2+ 3+ 2x* 45 +8x8 + 17X + ...

T(x)

Suite énumérative pour les cDta. :

1,1,2,4,8,17, ...
(nombres de Catalan généralisés, OEIS A004148)


https://oeis.org/A004148

Cette méme suite énumére une autre famille d'objets combinatoires :
les chemins de Motzkin sans pic.
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Cette méme suite énumére une autre famille d'objets combinatoires :
les chemins de Motzkin sans pic.
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1,1,2,4,8 17, ...7

Cette méme suite énumére une autre famille d'objets combinatoires :
les chemins de Motzkin sans pic.

— Cela signifie qu'il existe une bijection entre ces chemins et les
cDta.! Le mieux est d'en trouver une qui soit « élégante ».

Chemins de Motzkin :

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 20 /63
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Le cDta. UDUUDUD> contient le motif UUD, mais évite Dy5.



Dans ce contexte, un motif est une suite consécutive de pas.

Le cDta. UDUUDUD> contient le motif UUD, mais évite Dy».

— Série génératrice bivariée :

Z # (cDta. de taille n avec k occurrences de m) - x" - y*

n,k=0



Dans ce contexte, un motif est une suite consécutive de pas.

Le cDta. UDUUDUD> contient le motif UUD, mais évite Dy».

— Série génératrice bivariée :

Z # (cDta. de taille n avec k occurrences de m) - x" - y*

n,k=0

Distribution du motif DU :

A+ + D)X+ 2y +2)x° + (Y2 +3y + 4)x° + ...

Motifs : [Béna '04, Bousquet-Mélou-Claesson-Dukes-Kitaev '10, Kitaev '11,
Lothaire "97]



La popularité d'un motif m est une information moins précise que la
distribution : ici, on s'intéresse a la série génératrice

Z # (occurrences de m parmi tous les cDta. de taille n) - x”
nz=0

Si m(x,y) est I'expression qui donne la distribution du motif m,
alors la popularité de m est donnée par :

a}’ (m(va)) |y=1

Popularité du motif DU :

x*+2x5 +5x0 4+ ..
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Exemples de popularités étudiées

Motif Popularité du motif dans (7).~ Entrée OEIS
U 1,2,5,13,32, 80,201, 505, 1273, 3217 A110320

D 1,0,2,3,7,17,40,97,238, 587 A051291
Pic = Yo UDk  1,1,3,7,16,39, 95,233,577, 1436 A203611
Retour a hauteur 0 1,1,3,6,13,29,65,148,341,793 A093128
Catastrophe 0,1,1,4,8,19,44,102,239,563

Ay = UKDy 0,...,0,1,0,2,3,7,17, 40,97, 238, 587 A051291

Dk =Ypoi D

Dk = Dicrek Do

N———

k—1 zéros
0,...,0,1,1,3,6,13,30,70, 167, 405
————
k—1 zéros

A< 1,0,2,3,7,17,40,97,238, 587

Ao 1,1,2,5,10,24,47,137,335,825, ..
Acs 1,1,3,5,12,27,64, 154,375,922, ..

A201631 (u,)

Up — Un—k

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN)

25 /63
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A201631°7

L'entrée A201631 de I'OEIS énumére les promenades de Fibonacci
de module 2 (ou « d’angle central 180° »).

ﬂﬂxfﬂ\'\ﬁ\mm
\-/W

L : demi-tour dans le sens anti-horaire

R : demi-tour dans le sens horaire

— LLLLRRLRRLRLRLRRLRLR. La promenade doit revenir a son
point de départ, et les L doivent &tre isolés (sauf éventuellement au
début de la promenade).

Promenades de Fibonacci :

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 26 /63
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Lien avec les popularités

Proposition

Pour tout k > 1 et pour tout n = 2, il y a autant de promenades de
Fibonacci de module 2 de longueur 2n qu'il y a d’occurrences des
motifs {U'Dy ; ¢ > k} parmi tous les cDta. de taille n + k + 1.

Exemple (k =1, n = 3)

Il'y a 6 promenades de longueur 6, et il y a 6 occurrences des motifs
UD, UUD,, UUUDs, ... parmi les cDta. de taille 5.

LLSL%B?%%/\
‘OOO@OO/\/\

LLRRRR LRRLRR LRRRRL

N\
A\

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 27 /63



motif m — satistique m.

m(x) : nombre total d'occurrences du motif m dans I'objet x.

m(X) : nombre total d'occurrences du motif m parmi les éléments
de I'ensemble X (c.-a-d. popularité de m dans X).

« f: X — Y transporte la statistique a vers la statistique b » :
Vx e X, a(x) = b(f(x)).

— On notera alors f(a) = b.

Statistiques : [Deutsch ‘99, Deutsch-Elizalde '03, Deutsch-Shapiro ‘01, Elizalde '11,
Flajolet ‘80, Kostov '09, Prodinger-Wagner ’07]
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Statistiques : transport par ¢

Proposition
Pour tout n > 2 et tout k =1, on a :
e Y| (U)=F+U=F+D;
e | (D) = 1| (UD) = 1¢ + UFD + lymp + UMD?;
e |7 (DU) = UFD + U>MD?;
e |- (UU) =F -1,

n

(
(
(
o |1 (Ay) = Fk + UFKD + g1y yp + UFFTUMD? ;
(
(
(

o an Pic) = +1;
e |- (Ret) = A — DerF;
° 1/1|7-n ADer) = Ret.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 29 /63
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cDta. bornés en hauteur

On contraint les cDta. a ne jamais dépasser une certaine hauteur
fixée t > 0.

7194 . Dta. de taille n qui ne dépassent pas la hauteur t.

La décomposition précédemment vue pour les chemis de Dyck
classiques ne fonctionne pas aussi immédiatement pour ces chemins
bornés. Celle des cDta. (non bornés) ne s'applique pas aussi bien non
plus.

—> On va chercher a résoudre un systéme linéaire qui fait intervenir
la série génératrice des cDta. bornés.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 31/63



fi . série génératrice des préfixes de cDta. bornés par t, dont le
dernier pas est un pas vers le haut U, et dont la hauteur finale est k.

gp © série génératrice des préfixes de cDta. bornés par t, dont le
dernier pas est un pas vers le bas Dy, et dont la hauteur finale est k.

— La série génératrice des cDta. bornés par t est exactement g{.



Fixons un préfixe de cDta. borné par t qui finit 3 hauteur k aprés un

pas U.
1 i
[ |
L J
fia Y1

Ce raisonnement donne lieu a I'équation suivante :

Vi<k<t,  fi(x)=x (fi_1(x) + gea(x)) -



Autres récurrences :

B = 1
Vi< kst fE) = x- (F1(0) + gf_1(x))
VO<k<t—1, gi(x) = x-Di_4qfi(x)

g(x) = 0

Le « 1 » sert a rendre les calculs ultérieurs plus commodes.



-1 0
x -1 X

-1 0
0 x x | —1

X

0 -1

f (x)

g5 (x)

| &t .(X)_




— — 2,46, .8, 10
gO e XEHXTHEXT XX+
2 x2(1+x—x2)
80 = W = x24x3+4+x*+3x54+2x0+6x7 +6x8+11x9+16x10+ ...
X*—=x>=2x+
3 x2 (x4—2x3 —x2 x4+ 1)
8o =

(x3—2x2 —X+1) (1+x—x3)
= x24x34+2x*+3x5+7x0+9x7+22x8 +32x9+66x10+. ..

4 —x843x7—3x5—2x%+x3+x2

x8—3x7 —x045x5+4x*—3x3—4x2+1

= x24x342x*+4x5 +7x0+16x7+27x8+63x2+112x10+ ..



Entrée A062200 de I'OEIS : compositions d'entiers dont les parties
ont des parités alternantes.

C,, : compositions de n dont les parties ont des parités alternantes.

On a (4,1,2,1) € Cg mais (3,1,2,2) ¢ Cs.

— La encore, il y a une bijection « élégante » a trouver.

Compositions : [Heubach-Mansour 17, Hoggat-Bicknell 75,
Mansour-Shattuck-Wilson '14]


https://oeis.org/A062200

On fixe un cDta. ne dépassant pas la hauteur 2, et on met de coté
ses deux pas extrémes.



On fixe un cDta. ne dépassant pas la hauteur 2, et on met de coté
ses deux pas extrémes. On découpe ce qui reste en blocs; on place
les coupures entre deux blocs consécutifs au milieu de chaque
occurrence des motifs UU et UD;.



1+2 + 3 + 6 + 1 =13

On fixe un cDta. ne dépassant pas la hauteur 2, et on met de coté
ses deux pas extrémes. On découpe ce qui reste en blocs; on place
les coupures entre deux blocs consécutifs au milieu de chaque
occurrence des motifs UU et UD,. La liste des longueurs des blocs
obtenus est la composition cherchée.

Ona:

792 5 YUD, UUDUD,UDUDUUD, > (1,2,3,6,1) € Cy3.
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Définition

Un gcDta. est un chemin non vide composé de pas vers le haut
U = (1,1) et de pas vers le bas Dy = (1,—k) (o0 k > 1), obéissant
aux régles suivantes :

il reste confiné dans la moitié Est du réseau Z2:

e il commence a I'origine de Z?;
e il finit sur I'axe des abscisses ;
e il ne contient jamais deux pas vers le bas consécutifs.

En somme, c’est un cDta. qui a le droit de passer sous |'axe des
abscisses.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 40 /63



Intro cDta. gcDta. cDota. Conclusion
00000000 0000000000000 0O000O00000000000 00e000000 0000000000000 0 (e]e]

Enumération

Proposition
La série génératrice G des gcDta. est donnée par :

Glx) = x(L+2x+2x2 = x3)R+ x5 =3x* +x3 —x2 +3x - 1)
B 1+x+x2)(1-3x+x2)(1+x—x2+R)

Y

avec R = v/x* — 2x3 — x2 — 2x + 1. Le développement de Taylor
de G(x) est 2x? + 3x3 + 7x* + 17x° + 40x® + 97x" + ..., et ses
coefficients correspondent a I'entrée A051291 de I'OEIS.

Remarque

Nous n'avons pas trouvé de bijection entre les gcDta. et d’autres
objets comptés par A051291.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 41 /63
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gcDta. bornés

On contraint les gcDta. a ne jamais dépasser une certaine hauteur
fixée t > 0, et a ne jamais plonger en dessous de la profondeur
J g
—t <.
g[_tvt]

h : gcDta. dont 'ordonnée reste comprise entre —t et t.
De facon analogue a ce qui a été fait pour les cDta. bornés, on va

poser un systéme linéaire qui fait intervenir la série génératrice des
gcDta. bornés.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 42 /63
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Notations et systéme linéaire

fl : série génératrice des préfixes de gcDta. bornés entre —t et t,
dont le dernier pas est un pas vers le haut U, et dont |'ordonnée
finale est k.

g © série génératrice des préfixes de gcDta. bornés entre —t et t,
dont le dernier pas est un pas vers le bas Dy, et dont |'ordonnée

finale est k.

— La série génératrice des gcDta. bornés entre —t et t est
exactement ff + g¢.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 43 /63



f_tt =

V—t+1<k<t k#0, fi(x) =
fo(x) =
Vot<k<t—1, gl(x) =
gi(x) =

0

x (F1(x) + gf_1(x))
1+XUt()+g1&D
32 k+1ft(X)

Une fois de plus, le « 1 » sert a rendre les calculs ultérieurs plus
commodes. Il faudra donc en fait donner I'expression de

fi (x)—1 + g§(x).
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Résultats pour t =1,2,3

Proposition
Ona:
2 2
x%(24x—x%)
A-leg= o)
x*—x3—2x2+1
= 2x%4+x343x*+4x5+5x04+10x7 +11x84+21x2+27x104 ...
x?(x2—x—1)(2+3x+x%—x3)
fy —1+g5 =
xT—2x%—3x542x4+6x3+3x2—x—1
= 2x243x3+5x* +13x5+22x54-48x7 +93x8 +190x° +375x10+ ...
X2 (1—x) (14+2x+x%—x3) (2+x—4x% —4x3 +x*+3x5 —x%)
fi—1+g =
0 8o

x12_5x11 14510 1 10x9—4x8 —19x7 —4x04+17x5+11x*—5x3—6x2+1
= 2x24+3x34+7x*4+15x54+36x0+75x7 +176x8+386x9+869x10+. ..

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 45 /63



Entrée A122514 de I'OEIS : compositions d'entiers dont les parties
ont des parités alternantes, dont la premiére partie est impaire, et
dont la derniére partie est paire.

C,, : compositions de n qui répondent aux contraintes précédentes.

On a (1,2,1,4) € Cg mais (2,1,4,1) ¢ Cs.

Pour tout n = 2, il existe une bijection entre g,[,‘l’” et Cpys.



https://oeis.org/A122514

~11]

On fixe un élément de g,E , que |'on découpe en blocs selon les
occurrences des motifs UU et UD,. On note les blocs
B, Bo,....B,.
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occurrences des motifs UU et UD,. On note les blocs

1 1 z
On fixe un élément de g,, , que |'on découpe en blocs selon les

Bi, B>, ..., B,. On considére I'opération ¢ suivante :
(X +1,%—1,...,x,x1 +2) X,_1 et xg pairs
o(x %) = (xr + 1, xp—1, . ..,x2,x1,2) Xy_1 pair, x; impair
me (1, X, Xp—1, .-, X2, X1 +2)  X,—1 impair, x1 pair
(1, Xy Xr—1y -+, X2, X1, 2) Xr_1 et x; impairs
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Exemple de bijection &

: 1 -1,1 . )
On fixe un élément de g,[, ], que I'on découpe en blocs selon les

occurrences des motifs UU et UD,. On note les blocs
Bi, B>, ..., B,. On considére |'opération ¢ suivante :

Xr+1,X—1,...,%2,x1 +2) X1 et xq pairs
X+ 1,%—1,...,%2,x1,2)  X,—1 pair,xj impair
L, Xy Xp—1y ...y X2, X1 +2)  X,—1 impair, x1 pair
L Xpy Xr—1y vy X2y X1, 2) X,_1 et x1 impairs

(
S(Xpy ooy x1) = E
(

et on pose & (B1By...B,) :=<(|Bl, |Br-1l,- -, |Bil).

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 47 /63
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Exemple de bijection &

On fixe un élément de g,[,*l’”, que I'on découpe en blocs selon les
occurrences des motifs UU et UD,. On note les blocs

Bi, B>, ..., B,. On considére |'opération ¢ suivante :

Xr+1,X—1,...,%2,x1 +2) X1 et xq pairs
X+ 1,%—1,...,%2,x1,2)  X,—1 pair,xj impair
L, Xy Xp—1y ...y X2, X1 +2)  X,—1 impair, x1 pair
L Xpy Xr—1y vy X2y X1, 2) X,_1 et x1 impairs

(
S(Xpy ooy x1) = E
(

et on pose & (B1By...B,) :=<(|Bl, |Br-1l,- -, |Bil).

Exemple

Ona:

gl-mY s UD,UUDUD,UDUDUUD ~5> (3,6,3,2,1,2) € Cys.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 47 /63
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Définition
Un cDota. est un chemin non vide composé de pas vers le haut
U = (1,1), de pas vers le bas Dy = (1, —k) (ou k > 1), et de pas

vers la gauche L = (—1, —1), obéissant aux régles suivantes :
e il reste confiné dans le quadrant Nord-Est du réseau Z?;
e il commence a I'origine de Z?;
e il finit sur I'axe des abscisses;
e il ne contient jamais deux pas vers le bas consécutifs ;
e les motifs LU et UL n'apparaissent jamais.

En somme, c'est un cDta. qui dispose d'un troisiéme type de pas.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 49 /63
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Notations
f : série génératrice des préfixes de cDota. dont le dernier pas est
un pas vers le haut U, et dont la hauteur finale est k.

gk : série génératrice des préfixes de cDota., dont le dernier pas est
un pas vers le bas Dy, et dont la hauteur finale est k.

hy : série génératrice des préfixes de cDota., dont le dernier pas est
un pas vers la gauche L, et dont la hauteur finale est k.

— La série génératrice des cDota. est exactement gy + ho.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 50 /63
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Notations
f : série génératrice des préfixes de cDota. dont le dernier pas est
un pas vers le haut U, et dont la hauteur finale est k.

gk : série génératrice des préfixes de cDota., dont le dernier pas est
un pas vers le bas Dy, et dont la hauteur finale est k.

hy : série génératrice des préfixes de cDota., dont le dernier pas est
un pas vers la gauche L, et dont la hauteur finale est k.

— La série génératrice des cDota. est exactement gy + hg. Cette

fois-ci, le systéme linéaire vérifié par ces séries génératrices aura un
nombre infini d'équations. Pas de résolution matricielle, donc. ..

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 50 /63



fo(x) 1
Vk=1, fux) = x(fic1(x) + gk-1(x))
Vk=0, gi(x) = x2Z;1 (feri(x) + hiyi(x))
Vk=0, he(x) = x(8k+1(x) + hrs1(x))

Le « 1 » sert encore une fois a rendre les calculs ultérieurs plus
commodes.



fo(x) 1
Vk=1, fi(x) = x(fr_1(x)+ gk_1(x))
Vk=0, gi(x) = x2Z; (feri(x) + heri(x))
Vk > 0, hk(X) = X (gk+1(x) + hk+1(X))

Le « 1 » sert encore une fois a rendre les calculs ultérieurs plus
commodes.

On pose F(u) = >0 fi(x) - u¥, G(u) = 2ik=08k(X) - u¥, et
H(u) = Y420 hk(x) - u¥, et on cherche I'expression de G(0) + H(0).



xu (F(u) + G(u))
-y (F(1) = F(u) + H(1) = H(u
u (H(u) = H(0) + G(u) — G(0))

)



G(u) = (F(1) = F(u) + H(1) — H(u))
H(u) = % (H(u) = H(0) + G(u) — G(0))
Résolution partielle :

{ F(u) = 1+ xu(F(u)+ G(u))

F(u) ux?(u—x)(F(1)+ H(1)) + ux3(G(0) + H0)) —uv? + (x + 1) u+ x*> — x
u) =
wBx —2ux3 — u2x +x2u—u2 + xu+x2 4+ u—x

G(u)=_x((xu—1)(u—x)(’:( )+ H(1)) + (x2u — x) (G(0) + H(0 ))+u_x)

wBx —2ux3 — u2x +x2u— v+ xu+x2+u—x

H(u) = — ((xPu+ (u? —u)x—u+1)(G(O)+H(O))+x(xu—1)(F(1)+H(1))+x)x.

wBx —2ux3 — x4+ x2u— v+ xu+x2+u—x




Dénominateur identique entre les trois fractions. Polynéme cubique
en u (de racines s1(x), s2(x), et s3(x)). Deux des trois racines (s, et
s3) possédent un développement de Taylor en x = 0, I'autre (s1) non.
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Méthode du noyau

Dénominateur identique entre les trois fractions. Polynéme cubique
en u (de racines s1(x), s2(x), et s3(x)). Deux des trois racines (s, et
s3) possedent un développement de Taylor en x = 0, 'autre (s1) non.
D'apres la méthode du noyau, on peut simplifier le dénominateur et
le numérateur de chaque fraction par (v — s3(x)) - (u — s3(x)), ce
qui permet d'obtenir de nouvelles équations pour trouver les
conditions initiales.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 53 /63
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Intro
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Méthode du noyau

Conclusion
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cDota.
00000®00000000

geDta.
000000000

Dénominateur identique entre les trois fractions. Polynéme cubique
en u (de racines s1(x), s2(x), et s3(x)). Deux des trois racines (s, et
s3) possedent un développement de Taylor en x = 0, 'autre (s1) non.
D'apres la méthode du noyau, on peut simplifier le dénominateur et
le numérateur de chaque fraction par (v — s3(x)) - (u — s3(x)), ce
qui permet d'obtenir de nouvelles équations pour trouver les

conditions initiales.
Aprés simplifications, on a :

Méthode du noyau :

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN)

53/63



Fl=352,  Glu)=3352%,
et
H(U)=@;1_ﬁ1ﬂ(:1)_g‘m’
avec
s1(x)=g+ a2 _;"[2‘3X+3 2L
A=(72x5—-72x*+44x31+12B x—48x2—12x+8) 3 )
et

B=+/—96x10+144x9+60x8 —108x7 —24x5—48x5+81x*—18x2+12x—3.



La série génératrice des cDota. est donnée par :

60+ HO) = T

et son développement de Taylor est :

X2+ x3 +3x% +5x% + 13x% + 26x7 + 64x% 4+ 143x° + ...



« cDota. sans vallée » : cDota. qui évite le motif D, U pour tout
k>1.

« cDota. sans vallée en zigzag » : cDota. sans vallée qui évite le
motif LL.
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Enumération

Suite énumérative des préfixes de cDota. sans vallée :
A130137 (1,2,3,5,7,11,16,25,37,...)

— Méme suite que les mots binaires qui évitent les motifs 00 et
0110.

Suite énumérative des cDota. sans vallée en zigzag :
A103632 (1,1,2,2,3,4,6,8,...)

—> Méme suite que les compositions d'entiers palindromiques dont
les parties sont dans {2,1,3,5,7,9,...}.

R. Maréchal (any/all) (uB, UNICAEN) 57 /63
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N N
L |

e 1k1g x(a)1 x(a)10 x(a)1%0

Ici, on définit mym, ... m,_1m, := mim>...my_11 pour tout mot
binaire mymo ... mp_1m,.

Ona:

x(U*DLD,) = 011110.



e

ubD
uu

uub
UUD,
uvuu

uuDL

vuubD
vuuD,
UuUD;
vouu

010
011
101
110
111



On pose w(UD) = ¢, w(U%D,) = (1), w(U?DL) = (2), et
w(UBD,L) = (3), puis on finit de définir w comme suit :

A\
/

AV AT
T T T

(1,w(U?Dx_2B),1) (2,w(U?B),2)  ,2w(UDys1B).s

o,

Ici, on définit la notation ,,(e),, de la maniére suivante :
+2(X1)+2 = (Xl + 4)

v2(X1, X2, oo Xno 1, Xn) 42 1= ((Xl +2),x2, ..., Xp—1, (Xn + 2))




(07

ub

UUD;

> WIN| S

UUUDs
uuDL

UUUUD,
UuuD,L

UuuuUDs
UuuuUDsL
vuuDLD

UUUUUUDe
UuuuuDsL
UUUUDLD,
vuuUD>LD
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Calcul algorithmique de la série génératrice des cDta. qui
évitent un motif donné

Etablir davantage de bijections entre les chemins a trous d'air et
d'autres objets combinatoires

Génération aléatoire uniforme des cDta.
Génération exhaustive efficace des cDta.

Structure de treillis ?



Calcul algorithmique de la série génératrice des cDta. qui
évitent un motif donné

Etablir davantage de bijections entre les chemins a trous d'air et
d'autres objets combinatoires

Génération aléatoire uniforme des cDta.

Génération exhaustive efficace des cDta.

Structure de treillis ?

Merci |
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